
 

เฉลยแบบฝึกหดั คณิตศาสตร ์2 
 

 

                                 ทวินาม 
 
จงแสดงวิธีท า 
1. จงหาค่าของ 

1.1 3! + 5! = 3(2)(1) + (5)(4)(3)(2)(1) = 6 + 120 = 126 
1.2 5! - 3!  = (5)(4)(3)(2)(1) - (3)(2)(1) = 120 - 6 = 114 

1.3 )!n(
)!n(

3
1




  เมื่อ n = 3 = )!n(

)!n)(n)(n(
3

321



 = (n - 1)(n - 2) 

ถา้  n = 3 , )!n(
)!n(

3
1




 = (n - 1)(n - 2) = (3 - 1)(3 - 2) = 2 

1.4 )!n(
)!n(

1
3




  เมื่อ n = 4 = )!n)(n)(n(

)!n(
321

3



 = )n)(n( 21

1


 

ถา้  n = 4 , )!n(
)!n(

1
3




 = ))(( 2414

1


 = 6
1

 

1.5 







3
8

 = ! )!(
!

338
8


 = ! !
!
35

8
 = (3)(2)(1) 5

)5(8)(7)(6)(
!

!
 

 = 6
336

 = 56 

1.6 







5
8

 = ! )!(
!

558
8


 = ! !
!
53

8
 = )5(3)(2)(1)(

)5(8)(7)(6)(
!
!

 

 = 6
336

 = 56 

1.7 







8

10
 = ! )!(

!
8810

10


 = ! !
!
82

10
 = )(2)(1)(8

)(10)(9)(8
!
!

 

 = 2
90

 = 45 

1.8 







2

10
 = ! )!(

!
2210

10


 = ! !
!
28

10
 = )(2)(1)(8

)(10)(9)(8
!

!
 

 = 2
90

 = 45 

 
2. จงกระจายทวินามต่อไปน้ี โดยใช้สามเหล่ียมปาสกาล 

2.1 (x + 3)6 
วธิที า ส.ป.ส. ของ (a + b)6 คอื 1 6 15 20 15 6 1 

 (x + 3)6 = 1(x6)(30) + 6(x5)(31) + 15(x4)(32) + 20(x3)(33) + 15(x2)(34) + 6(x1)(35) + 1(x0)(36) 
 = x

6 + 18x5 + 135x4 + 540x3 + 1215x
2 + 1458x + 729 
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2.2 (x + 4)6 
วธิที า ส.ป.ส. ของ (a + b)6 คอื 1 6 15 20 15 6 1 

 (x + 4)6 = 1(x6)(40) + 6(x5)(41) + 15(x4)(42) + 20(x3)(43) + 15(x2)(44) + 6(x1)(45) + 1(x0)(46) 
 = x

6 + 24x5 + 240x4 + 1280x3 + 3840x2 + 6144x + 4096 
2.3 (x - 2)5 

วธิที า ส.ป.ส. ของ (a + b)5 คอื 1 5 10 10 5 1 
 (x - 2)5 = 1(x5)(-2)0 + 5(x4)(-2)1 + 10(x3)(-2)2 + 10(x2)(-2)3 + 5(x1)(-2)4 + 1(x0)(-2)5 

 = x
5 - 10x4 + 40x3 - 80x2 + 80x - 32 

2.4 (x - 3)5 
วธิที า ส.ป.ส. ของ (a + b)5 คอื 1 5 10 10 5 1 

 (x - 3)5 = 1(x5)(-3)0 + 5(x4)(-3)1 + 10(x3)(-3)2 + 10(x2)(-3)3 + 5(x1)(-3)4 + 1(x0)(-3)5 
 = x

5 - 15x4 + 90x3 - 270x2 + 405x - 243 
2.5 (2x + 3y)4 

วธิที า ส.ป.ส. ของ (a + b)4 คอื 1 4 6 4 1 
 (2x + 3y)4 = 1(2x)4(3y)0 + 4(2x)3(3y)1 + 6(2x)2(3y)2 + 4(2x)1(3y)3 + 1(2x)0(3y)4 

 = 16x4 + 96x3
y + 216x

2
y

2 + 216xy
3 + 81y

4 
2.6 (3x + 2y)4 

วธิที า ส.ป.ส. ของ (a + b)4 คอื 1 4 6 4 1 
 (3x + 2y)4 = 1(3x)4(2y)0 + 4(3x)3(2y)1 + 6(3x)2(2y)2 + 4(3x)1(2y)3 + 1(3x)0(2y)4 

 = 81x4 + 216x
3
y + 216x2

y
2 + 96xy

3 + 16y
4 

2.7 (1 - 2x)8 
วธิที า ส.ป.ส. ของ (a + b)8 คอื 1       8       28       56       70       56      28       8       1 

 (1 - 2x)8 = 1(18)(-2x)0 + 8(17)(-2x)1 + 28(16)(-2x)2 + 56(15)(-2x)3 + 70(14)(-2x)4 

+ 56(13)(-2x)5 + 28(12)(-2x)6 + 8(11)(-2x)7 + 1(10)(-2x)8 

 = 1 - 16x + 112x2 - 448x3 + 1120x4 - 1792x5 + 1792x6 - 1024x7 + 256x8 
2.8 (1 - 3x)8 

วธิที า ส.ป.ส. ของ (a + b)8 คอื 1       8       28       56       70       56      28       8       1 
 (1 - 3x)8 = 1(18)(-3x)0 + 8(17)(-3x)1 + 28(16)(-3x)2 + 56(15)(-3x)3 + 70(14)(-3x)4 

 + 56(13)(-3x)5 + 28(12)(-3x)6 + 8(11)(-3x)7 + 1(10)(-3x)8 

= 1-24x + 252x2 - 1512x3 + 5670x4 - 13608x5 + 20412x6 - 17496x7 + 6561x8 

 

3. จงกระจาย  (2x + y2)5  โดยใช้สามเหล่ียมของปาสกาล 
วธิที า ส.ป.ส. ของ (a + b)5 คอื 1 5 10 10 5 1 

 (2x + y2)5 = 1(2x)5(y2)0 + 5(2x)4(y2)1 + 10(2x)3(y2)2 + 10(2x)2(y2)3 + 5(2x)(y2)4+ 1(2x)0(y2)5 
 = 32x5+80x4

y
2+80x3

y
4+40x2

y
6+10xy

8+y
10 
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4. จงกระจาย  (x2 + y3)6  โดยใช้ทฤษฎีบททวินาม 

วธิที า (x2+y
3)6 = 








0
6

(x2)6(y3)0 + 







1
6

(x2)5(y3)1 + 







2
6

(x2)4(y3)2 + 







3
6

(x2)3(y3)3 

+ 







4
6

(x2)2(y3)4 + 







5
6

(x2)(y3)5 + ( 







6
6

(x2)0(y3)6 









0
6

 = 1  , 







1
6

 = 6  , 







2
6

 = ! !
!
24

6
 = 15 









3
6

 = ! !
!
33

6
 = 20  , 








4
6

 = ! !
!
42

6
 = 15 









5
6

 = 6  , 







6
6

 = 1 

 (x2 + y3)6 = (1)(x12) + (6)(x10)(y3) + (15)(x8)(y6) + 20(x6)(y9) 
+ (15)(x4)(y12) + (6)(x2)(y15) + (1)(y18) 

 = x
12 + 6x10

y
3 + 15x

8
y

6 + 20x6
y

9 + 15x
4
y

12 + 6x
2
y

15 + y18 
5. จงกระจายบททวินามต่อไปน้ี โดยใช้ทฤษฎีบททวินาม 

5.1 (x - 2)5 

วธิที า (x - 2)5 = 







0
5

(x5)(-2)0+ 







1
5

(x4)(-2) + 







2
5

(x3)(-2)2 + 







3
5

(x2)(-2)3+ 







4
5

(x)(-2)4  

 + ( 







5
5

(x0)(-2)5 









0
5

 = 







5
5

 = 1   ,   







1
5

   =   







4
5

   =   5   ,   







2
5

   =   







3
5

   =   10 

 (x - 2)5 = x
5 - 10x4 + 40x3 - 80x2 + 80x – 32 

 

5.2 (x - 3)5 

วธิที า (x - 3)5 = 







0
5

(x5)(-3)0 + 







1
5

(x4)(-3) + 







2
5

(x3)(-3)2 + 







3
5

(x2)(-3)3 

 + 







4
5

(x)(-3)4 + ( 







5
5

(x0)(-3)5 









0
5

 = 







5
5

 = 1   ,   







1
5

   =   







4
5

   =   5   ,   







2
5

   =   







3
5

   =   10 

 (x - 3)5 = x
5 - 15x4 + 90x3 - 270x2 + 405x – 243 
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5.3 (2x + y)4 

วธิที า (2x + y)4 = 







0
4

(2x)4(y0) + 







1
4

(2x)3(y1) + 







2
4

(2x)2(y2) + 







3
4

(2x)(y3) + 







4
4

(2x)0(y4) 









0
4

 = 







4
4

 = 1   , 







1
4

   =   







3
4

   =   4   ,    







2
4

    =   6 

 (2x + y)4 = 16x4 + 32x3
y + 24x2

y
2 + 8xy

3 + y4 
 

5.4 (x + 2y)4 

วธิที า (x + 2y)4 = 







0
4

(x)4(2y)0 + 







1
4

(x)3(2y)1 + 







2
4

(x)2(2y)2 + 







3
4

(x)(2y)3 + 







4
4

(x)0(2y)4 









0
4

 = 







4
4

 = 1   , 







1
4

   =   







3
4

   =   4   ,    







2
4

    =   6 

 (x + 2y)4 = x
4 + 8x3

y + 24x2
y

2 + 32xy
3 + 16y

4 

5.5 (
2
x

 + 2)6 

วธิที า ( 2
x

 + 2)6 = 
6

20
6














 x
 (20) + 

5

21
6














 x
 (21) + 

4

22
6














 x
 (22) + 

3

23
6














 x
 (23) 

 + 
2

24
6














 x
 (24) + 

1

25
6














 x
 (25) + 

0

26
6














 x
 (26) 









0
6

 = 







6
6

 = 1 , 







1
6

 = 







5
6

 = 6 









2
6

 = 







4
6

 = 15 , 







3
6

 = 20 

 ( 2
x

 + 2)6 = 4
15

8
3

64

456 xxx
  + 20x3 + 60x2 + 96x + 64 

 

5.6 (3 - 2
x

)6 

วธิที า  (3- 2
x

)6 = 
0

6
230

6













 x
 )( +

1
5

231
6














 x
 )( +

2
4

232
6














 x
 )( +

3
3

233
6














 x
 )(  

 +
4

2
234

6













 x
 )( +

5
1

235
6














 x
 )( +

6
0

236
6














 x
 )(  









0
6

 = 







6
6

 = 1 , 







1
6

 = 







5
6

 = 6 









2
6

 = 







4
6

 = 15 , 







3
6

 = 20 
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 (3- 2
x

)6 = 729 - 729x + 6416
9

16
135

2
135

4
1215 65432 xxxxx

  

 5.7 จงหาพจน์ท่ี 5 ของ (x - 2y3)10 

วธิที า พจน์ที ่r + 1 = 







r
n

a
n-r

b
r 

พจน์ที ่5 = 4 + 1 = 







4
10

(x)10-4 (-2y
3)4 

= 4)!-(10 4!
!10

(x6)(16y12) 

= 210x6(16y12) 
= 3360x6

y
12 

 

5.8 จงหาพจน์ท่ี 6 ของ (x - 3y2)10 

วธิที า พจน์ที ่r + 1 = 







r
n

a
n-r

b
r 

พจน์ที ่6 = 5 + 1 = 







5
10

(x)10-5 (-3y
2)5 

= )!-( !
!
5105

10
(x5)(-243y10) 

= 252x5(-243y
10) 

= -61236x5
y

10 

 

6. จงหาค่าต่อไปน้ี โดยใช้ทฤษฎีบททวินาม และให้ตอบทศนิยมไม่เกิน  4 ต าแหน่ง 
6.1 (4.01)4 

วธิที า (4.01)4 = (4 + 0.01)4 

 = 







0
4

(44)(0.01)0 + 







1
4

(43)(0.01)1 + 







2
4

(42)(0.01)2 + 







3
4

(41)(0.01)3 

 + 







4
4

(40)(0.01)4 









0
4

 = 







4
4

 = 1   , 







1
4

   =   







3
4

   =   4   ,    







2
4

    =   6 

 (4.01)4 = 256 + 2.56 + 0.0096 + 0.000016 + 0.00000001 
 = 258.5696 

6.2 (9.99)6 
วธิที า (9.99)6 = (10-0.01)6   =   (10+(-0.01))6 

 = 







0
6

(106)(-0.01)0 + 







1
6

(105)(-0.01)1 + 







2
6

(104)(-0.01)2 + 







3
6

(103)(-0.01)3 
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 + 







4
6

(102)(-0.01)4 + 







5
6

(10)(-0.01)5 + 







6
6

(100)(-0.01)6 









0
6

 = 







6
6

 = 1 , 







1
6

 = 







5
6

 = 6 









2
6

 = 







4
6

 = 15 , 







3
6

 = 20 

 (9.99)6 = 1000000 - 6(100000)(0.01) + 15(10000)(0.0001) 
 - 20(1000)(0.000001) + 15(100)(0.00000001) 
 - 6(10)(0.0000000001) + (0.000000000001) 
 = 994014.98 

6.3 (2.04)5 
วธิที า (2.04)5 = (2 + 0.04)5 

 = 







0
5

(2)5(0.04)0 + 







1
5

(2)4(0.04)1 + 







2
5

(2)3(0.04)2 

 + 







3
5

(2)2(0.04)3 + 







4
5

(2)1(0.04)4 + 







5
5

(2)0(0.04)5 









0
5

 = 







5
5

 = 1   , 







1
5

  =  







4
5

   =   5  , 







2
5

   =    







3
5

   =   10 

 (2.04)5 = 32 + 3.2 + 0.128 + 0.00256 + 0.0000256 + 0.000000102 
 = 35.3306 

6.4 (2.05)7 
วธิที า (2.05)7 = (2 + 0.05)7 

 = 







0
7

(2)7(0.05)0 + 







1
7

(2)6(0.05)1 + 







2
7

(2)5(0.05)2 + 







3
7

(2)4(0.05)3 

 + 







4
7

(2)3(0.05)4 + 







5
7

(2)2(0.05)5 + 







6
7

(2)1(0.05)6 + 







7
7

(2)0(0.05)7 









0
7

 = 







7
7

 = 1   ,   







1
7

   =   







6
7

   =   7   ,   







2
7

   =   







5
7

   =   21 









3
7

 = 







4
7

 = 35 

 (2.05)7 = 128 + 22.4 + 1.68 + 0.07 + 0.001736 + 0.0000252 
  + 0.000000219 + 0.00000000078 
 = 152.1518 
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                                      เมทริกซ์ 
 
จงแสดงวิธีท า 
1. ก าหนดให้ 

1.1 จงบอกขนาดของเมทริกซ ์
วธิที า 1.1 A มขีนาด 3  3 , B มขีนาด 3  2 , C มขีนาด 2  3 
 D มขีนาด 2  2 , E มขีนาด 3  1 , F มขีนาด 4  4 
 G มขีนาด 1x3 

 

1.2 เมทริกซใ์ดเป็นเมทริกซจ์ตัรุสั A, F 
1.3 เมทริกซใ์ดเป็นเมทริกซส์ามเหล่ียมบน D, F 
1.4 เมทริกซใ์ดเป็นเมทริกซแ์ถว G 
1.5 จากเมทริกซ ์A จงหาสมาชิก a11   a23   และ   a32 0, 7, 1 

1.6 จากเมทริกซ ์F จงหาสมาชิกในแนวเส้นทแยงมุมหลกั 1, 2, 3, -1 
 
2. จากสมการเมทริกซต่์อไปน้ี จงหาค่าตวัแปร 

2.1 















 wy    z

yx
3

26
3

2
 

วธิที า 2x = 6 , x = 3 
 y = -2 
 z = y + 3 , z = -2 + 3 , z = 1 
 w = 3 
 

2.2 3  
yx

    
yx



































6
12

1
2

2
 

วธิที า 3(2x + y) = 12 
   6x + 3y = 12 …(1) 
   x + y = 1 …(2) 

(2)  6 , 6x + 6y = 6 …(3) 
(3) - (1) , 3y = -6 , y = -2 

แทน y  =  -2  ใน  (2) x = 3 
 x = 3 , y = -2 

 

3. ก าหนดให้ 
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A = 






 301

212
 B = 







 131

201
 

C = 







431
012

 0 = 






000
000

 

 

3.1 จงหา  A + B – C 

วธิที า A + B - C = 






 301

212
+







 131

201
-








431
012

 

 = 








 

413330111
022101212 )(

 

 = 






 003

405
 

 

3.2 จงแสดงวา่  A + B  =  B + A 

วธิที า A + B = 






 301

212
+







 131

201
 = 







 432

413
 

 B + A = 






 131

201
+







 301

212
 = 







 432

413
 

  A + B = B + A 
 

3.3 จงแสดงวา่  A + (B + C)  =  (A + B) + C 

วธิที า A + (B + C) = 






 301

212
+ 





















 431

012
131
201

 

 = 






 301

212
+








560
211

 

 = 






 861

421
 

 (A + B) + C = 





















 131

201
301
212

+







431
012

 

 = 






 432

413
+








431
012

 

 = 






 861

421
 

  A + (B + C) =     (A + B) + C 
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3.4 จงแสดงวา่  A + 0  =  A 

วธิที า A + 0 = 






 301

212
+







000
000

 

 = 






 301

212
 = A 

  A + 0  = A 
จากขอ้ 4-7 จงหา AB และ BA 

4. A = [-1   2   3]  , B = 














4
1
3

 

วธิที า AB = [ -1     2     3 ] 














4
1
3

 = [ -3+2+12 ] = [ 11 ] 

 BA = 














4
1
3

  [ -1     2     3 ] = 




















1284
321
963

 

 

5. A = 






 31

42
   , B = 







 31

05
 

วธิที า AB = 






 31

42
 







 31

05
 = 











9035
120410

 = 










92
1214

 

BA = 






 31

05






 31

42
 = 











9432
020010

 = 






 55
2010

 

 

6. A   =   










253
102

 B = 
















352
103
421

 

วธิที า AB = 










253
102

  
















352
103
421

 

 










651210064153
308504202

 = 





 

231622
510

 

 BA = หาผลคณูไม่ได ้เพราะจ านวนหลกัของตวัตัง้ไม่เท่ากบัจ านวนแถวของตวัคณู 
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7. ก าหนด  A  =  


















072
121

414
853

  ,  B  =  
















174
452

961
 

AB = 
























02818035120142
1897106441
4436285241624
8202756251832103

 

 = 




















104716
1831
365722
159945

 

BA หาผลคณูไม่ได ้เน่ืองจากจ านวนหลกัของตวัตัง้ไม่เท่ากบัจ านวนแถวของตวัคณู 
 

8. ก าหนดให้ A = 





 

52
31

  , B = 





 

530
214

 

 C = 














 3
4
2

  , D = 














100
010
001

 

8.1 จงหา A2 

วธิที า A
2 = AA = 






 

52
31

 





 

52
31

 

 = 










256102
15361

 = 





 

1912
185

 

 

8.2 จงแสดงวา่ A(BC)  =  (AB)C 

วธิที า A(BC) = 





 

52
31

 









































3
4
2

530
214

  

 = 





 

52
31

  






 3
18

 = 






21
27

 

 (AB)C = 


















 

530
214

52
31

   














 3
4   
2   
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 = 





 

21178
1784

  














 3
4   
2   

 = 






21
27

 

  A(BC) = (AB)C 
8.3 จงหา DC 

วธิที า DC = 














100
010
001

  














 3
4   
2   

 = 














 3
4   
2   

 

 

8.4 จงแสดงให้เหน็จริงวา่ (AB)T กบั BT
A

T เท่ากนัหรอืไม่ เพราะอะไร 

วธิที า AB = 





 

52
31

  





 

530
214

 = 





 

21178
1784

 

 (AB)T = 


















2117
178
84

 

 B
T
A

T = 














 52
31
04

  






 53

21
 = 



















2117
178
84

 

  (AB)T = B
T
A

T   เพราะ เป็นไปตามสมบตัขิองเมทรกิซ ์
9. จงบอกเงือ่นไข ท่ีท าให้ (AB)2  =  A2B2 

วธิที า เงื่อนไขทีท่ าให ้ (AB)2 = A
2
B

2 
 1. A และ B ตอ้งมมีติเิท่ากนั 

 2. A และ B ตอ้งเป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณ์เมทรกิซห์นึ่งหรอืเป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณ์ทัง้ 2 เมทรกิซ ์

10. จงหาเมทริกซผ์กผนัส าหรบัการคณู 

 A = 






 95

42
 

วธิที า ให ้ B = A
-1 = 







dc
ba

 

 จะได ้ AB = BA = I 

  






 95

42
  







dc
ba

 = 






10
01

 

 










dbca
dbca
9595

4242
 = 







10
01

 

  2a + 4c = 1 …(1) 
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 -5a + 9c = 0 …(2) 
 2b + 4d = 0 …(3) 
 -5b + 9d = 1 …(4) 
 (1)  5 , 10a + 20c = 5 …(5) 
 (2)  2 , -10a + 18c = 0 …(6) 

 (5) + (6) , 38c = 5 , c = 38
5

 

 แทน  c  =  38
5

  ใน (1) ได ้2a + 4 







38
5

    =    1   ,    a   =   38
9

 

 (3)  5 , 10b + 20d = 0 …(7) 
 (4)  2 , -10b + 18d = 2 …(8) 

 (7) + (8) , 38d = 2 , d = 19
1

 

 แทน  d  =  19
1

  ใน (3) ได ้2b+4 







19
1

    =    0   ,    b   =   - 19
2

 

 A
-1 = 













 

19
1

38
5

19
2

38
9

 

 
 

 ดีเทอรมิ์แนนต ์
 
จงแสดงวิธีท า 
1. จงหาดีเทอรมิ์แนนตข์องเมทริกซต่์อไปน้ี 

1.1 [15] = 15 
1.2 [-3] =  -3 

1.3 







54
21

   = -5-8 = -13 

1.4 






 13

42  
 = 2+12 = 14 

1.5 


















1  2  1
1  14
20  2

 = -2 + 0 - 16 – 2 - 4-0 = -24 
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1.6 




















41  0  
12  1  
3  21

 = 8 + 0 + 3 - 0 - 1 - 8 = 2 

 

2. จงหาค่าต่อไปน้ี 

2.1 

12
013
2  4
53





 

วธิที า 

12
013
2  4
53





 = 013
206



 = 13

26
 = 2 

2.2 

010  
123  
421
110
324
103


 

วธิที า 

10010
23123
21421
10110
24324
03103


 = 0101200

090406



 = 13

1
 

 

3. จงหาค่า a และ b 

3.1 a4
32

  =  -10 

วธิที า a4
32

 = -10   , 2a - 12 =     -10  ,     a    =    1 

 

3.2 วธิที า 
35b35

04404

12212

  = 0 

  0 + 20 + 24 - 0 - 24 - 4b = 0 
 20 = 4b  , b      =      5 
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4. ก าหนด A = 












 

3  51
2  34
102

 

จงหา  M11 , M23,  C22 ,  และ  C32 

วธิที า M11 = 35
23

 = 9 - 10 = -1 

วธิที า M23 = 51
02

 = 10 - 0 = 10 

วธิที า C22 = (-1)2+2

31
12 

 = (1)(6 + 1) = 7 

วธิที า C32 = (-1)3+2 24
12 

 = (-1)(4 + 4) = -8 

 

5. ก าหนด A = 


















5  13  
2  01
242  

  

จงหา det.A โดยวิธีการกระจายโคแฟกเตอร ์
วธิที า กระจายตามแถวที ่2,  det A = a21c21 + a22c22 + a23c23 

c21 = (-1)2+1

51
24 

 = (-1)(20 + 2) = -22 

c23 = (-1)2+3

13
42

 = (-1)(2 - 12) = 10 

det A = (-1)(-22) + 0 + (2)(10) = 42 
 

6. จงใช้สมบติัของดีเทอรมิ์แนนต ์อธิบายวา่สมการเป็นจริงอย่างไร 

6.1 
542
000
321



 = 0 

วธิที า สมการเป็นจรงิตามสมบตั ิขอ้  1 
 

6.2 
543
231
543

  = 
606
434
212

 

วธิที า สมการเป็นจรงิตามสมบตั ิขอ้  3 
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6.3 
321
432
201



 = -
201
432
321

 

วธิที า สมการเป็นจรงิตามสมบตั ิขอ้  4 
 

7. ก าหนด A   =  














 

11  1  2  
20  2  0  
10  3  2  
0211

   จงหาค่า det.A 

เลอืกกระจายตามแถวที ่3 
วธิที า  det A = a31c31 + a32c32 + a33c33 + a34c34 

c32 = (-1)3+2   
112
102
021 

 = (-1)(0-4 + 0 - 0 + 1 + 4) = -1 

c34 = (-1)3+4   
112
032
211 

 = (-1)(-3 + 0 - 4 + 12 - 0 + 2) = -7 

  A  = 0 + 2(-1) + 0 + 2(-7) = -16 
 

8. จงหา det.A จาก 

A = 




















6403
2541
4012
2321

 

วธิที า กระจายตามแถวที ่2  ,   det A = a21c21 + a22c22 + a23c23 + a24c24 
 = a21c21 + a22c22 + a24c24 

c21 = (-1)2+1

40640
54254
32232





 = (-1)(60 + 0 + 32 - 0 + 16 + 72) = -180 

c22 = (-1)2+2

43643
51251
31231





 = (1)(30 + 18 - 8 - 3 0 + 8 - 18) = 0 

c24 = (-1)2+4

03403
41541
21321





 = (1)(16 + 30 + 0 + 36 - 0 + 8) = 90 

det A = 2(-180) + 1(0) + 4(90) = 0 
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9. จงหา det.B จาก 

B = 






















11301
31022
01110
10211
32012

 

วธิที า กระจายตามแถวที ่3  ,  det B = a31c31 + a32c32 + a33c33 + a34c34 + a35c35 
 = a32c32 + a33c33 + a34c34 

c32 = (-1)3+2

1131
3102
1021
3202

  ,  กระจายตามหลกัที ่2 จะได ้

 = (-1)(a22c22 + a42c42) 

 = (-1)
















312
101
322

3
111
312
322

2  

 = (-1)[(2)(2 + 6 + 6 - 3 - 6 - 4) + 3(0 + 4 + 3 - 0 - 2 - 6)] 
 = (-1)[(2)(1) + (3)(-1)] = (-1)(-1) = 1 

c33 = (-1)3+3

1101
3122
1011
3212


  ,  กระจายตามแถวที ่2 จะได ้

 = (1)(a21c21 + a22c22 + a24c24) 
 = a21c21 + a22c22 + a24c24 

 = (1)












































101
122
212

11
111
312
322

11
110
312
321

1 )()()()()(  

 = (1)[(-1)(0)] + (-1)[(1)(1)] + (1)[(1)(-1)] 
 = 0 - 1 - 1 = -2 

c34 = (-1)3+4

1301
3022
1211
3012


  ,  กระจายตามแถวที ่1 จะได ้

 = (-1)(a11c11 + a12c12 + a14c14) 
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 = (-1)































































 





301
022
211

13
131
302
121

11
130
302
321

12 )()()()()(  

 = (-1)[(2)(23) + 1 + (-3)(8)] 
 = (-1)(23) = -23 

 det B = (1)(1) + (1)(-2) + (1)(-23) = -24 
 

10. จงแสดงให้เหน็วา่ 

acbaba
bcacab
cbcacb





22

22

2  = 4 a2b2c2 

วธิที า 
aba
acab

bcacb
  

acbaba
bcacab
cbcacb

 

22

2

2

22
22







 

 = (b2 + ac)(2ac)(b2 + ac) + (bc)(bc)(a2) + (c2)(ab)(ab) - (a2)(2ac)(c2) 
 - (ab)(bc)(b2 + ac) - (b2 + ac)(ab)(bc) 
 = 2ab

4
c + 4a2

b
2
c

2 + 2a3
c

3 + a2
b

2
c

2 + a2
b

2
c

2 - 2a3
c

3 - (ab
4
c + a2

b
2
c

2) - (ab
4
c + a2

b
2
c

2) 
 = 4a2

b
2
c

2 

 
                                  การแก้สมการเชิงเส้น 

 
 
จงแสดงวิธีท า 
จากขอ้ 1-4 จงหา adj (A) 

1. A = 











5   4
11   

 

วธิที ำ A = 










54
11

 

 c11   =   5   ,   c12   =   4   ,   c21   =   1   ,   c22   =   1 

 adj(A) = 






14
15
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2. A = 














201
120
021

 

วธิที ำ A = 














201
120
021

 

c11 = 20
12

 = 4 c31 = 12
02

 = 2 

c12 = (-1) 21
10

 = 1 c32 = (-1) 10
01

 = -1 

c13 = 01
20

 = -2 c33 = 20
21

 = 2 

c21 = (-1) 20
02

 = -4 

c22 = 21
01

 = 2 adj(A) = 




















222
121

244
 

c23 = (-1) 01
21

 = 2 
 

3. A = 
















2012
0220
0112
1021

 

วธิที า A = 
















2012
0220
0112
1021

 

c11 = 
201
022
011

 = 0 

c12 = (-1)
202
020
012

 = -8 
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c13 = 
212
020
012

 = 8 

c14 = (-1)
012
220
112

 = 4 

c21 = (-1)
201
022
102

 = -6 

c22 = 
202
020
101

 = 0 

c23 = (-1)
212
020
121

 = 0 

c24 = 
012
220
021

 = 6 

c31 = 
201
011
102

 = 3 

c32 = (-1)
202
012
101

 = 0 

c33 = 
212
012
121

 = -6 

c34 = (-1)
012
112
021

 = -3 

c41 = (-1)
022
011
102

 = 0 

c42 = 
020
012
101

 = 4 
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c43 = (-1)
020
012
121

 =  -4 

c44 = 
220
112
021

 = -8 

adj(A) = 
























8364
4608
4008
0360

 

 

4. A = 




















8011
4011  
2011
1111   

 

วธิที า A = 




















8011
4011  
2011
1111   

 

c11 = 
801
401
201

 = 0 

c12 = (-1)
801
401
201





 = 0 

c13 = 
811
411
211





 = -12 

c14 = (-1)
011
011
011





 = 0 

c21 = (-1)
801
401
111

 = 4 
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c22 = 
801
401
111



 = -12 

c23 = (-1)
811
411
111



 = 6 

c24 = 
011
011
111



 = 2 

c31 = 
801
201
111

 = -6 

c32 = (-1)
801
201
111



  = -6 

c33 = 
811
211
111



  = 12 

c34 = (-1)
011
011
111



  = 0 

c41 = (-1)
401
201
111

 = 2 

c42 = 
401
201
111

  = 6 

c43 = (-1)
411
211
111

  = -6 

 

c44 = 
011
011
111

  = -2 
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adj(A) = 
























2020
612612
66120
2640

 

 

จากขอ้ 5-9 จงหา A-1 

5. A = 





 

42
13

 

วธิที ำ A = 





 

42
13

 

   c11   =   4   ,   c12   =   -2   ,   c21   =   1   ,   c22   =   3 

   adj(A) = 






 32

14
 ,  det.A = 12+2 = 14 

   A
-1  = 










14
3

14
2

14
1

14
4

  = 









14
3

7
1

14
1

7
2

 

 

6. A = 












 

12   3
20   1
132

 

วธิที ำ A = 












 

12   3
20   1
132

 

det.A = 
12   3
20   1
132 

 = -21 

c11 = 12
20

 = -4 , c12 = - 13
21

 = -(1 - 6) = 5 

c13 = 23
01

 = 2 , c21 = - 12
13

 = -(-3 - 2) = 5 

c22 = 13
12

 = -1 , c23 = - 23
32 

 = -(4 + 9) = -13 

c31 = 20
13

 = -6 , c32 = - 21
12

 = -3 

c33 = 01
32 

 = 3 
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adj(A) = 




















3132
315
654

 

A
-1 = 





















21
3

21
13

21
2

21
3

21
1

21
5

21
6

21
5

21
4

 = 




















7
1

21
13

21
2

7
1

21
1

21
5

7
2

21
5

21
4

 

 

7. A = 






















11   10   
0   1   0   2
2   11   0   
1   0   1   2   

 

วธิที า A = 






















11   10   
0   1   0   2
2   11   0   
1   0   1   2   

 

det.A =   

11   10   
0   1   0   2
2   11   0   
1   0   1   2   






 = 

13

1110
0102
2110
1110 RR 






 

= (-2)
111
211
111



  = 4 

c11 = 
111
010
211





 =  1 

c12 = (-1)
110
012
210







 = 2 

c13 = 
110
002
210



  = 2 

c14 = (-1)
110
102
110







 = 0 
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c21 = (-1)
111
010
101



 = 0 

c22 = 
110
012
102



  = -4 

c23 = (-1)
110
002
112



  = 0 

c24 = 
110
102
012



  = 4 

c31 = 
111
211
101



  = -1 

c32 = (-1)
110
210
102



  = 2 

c33 = 
110
210
112



 = 2 

c34 = (-1)
110
110
012



  = 0 

c41 = (-1)
010
211
101

  = 1 

c42 = 
012
210
102



  = -6 

c43 = (-1)
002
210
112



 = 2 

c44 = 
102
110
012



  = 4 
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adj(A) = 



















4040
2202
6242
1101

 

A
-1 = 
























1010
0
1
0

2
1

2
1

2
1

2
3

2
1

2
1

4
1

4
1

4
1

 

 

8. A = 
























22   2   1
11   2   3
1   111
32   3   2

 

วธิที า A = 
























22   2   1
11   2   3
1   111
32   3   2

 

det.A = 

22   2   1
11   2   3
1   111
32   3   2









  
   =   

22   2   1
11   2   3
1   111
10   1  1









 

 = 

2201
1113
1101
1001









 = (1)(-1)
221
111
101







 = 3 

c11 = 
222
112
111







 = 0 

c12 = -
221
113
111







 = 0 

c13 = 
221
123
111







 = -3 
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c14 = -
221
123
111 

 = -3 

c21 = -
222
112
323







 = 2 

c22 = 
221
113
322







 = -5 

c23 = -
221
123
332







 = 1 

c24 = 
221
123
232

 = -3 

c31 = 
222
111
323







 = 0 

c32 = -
221
111
322







 = 3 

c33 = 
221
111
332







 = 0 

c34 = -
221
111
232
  = 3 

c41 = -
112
111
323







 = 1 

c42 = 
113
111
322







 = -4 

c43 = -
123
111
332







 = 5 
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c44 = 
123
111
232
  = 0 

adj(A) = 






















0333
5013
4350
1020

 

A
-1 = 

























0111
01
10
00

3
5

3
1

3
4

3
5

3
1

3
2

 

 

9. A = 

























00   00   1
168421
168   42   1
11   11   1
11111

 

วธิที า A = 

























00   00   1
168421
168   42   1
11   11   1
11111

 

det.A = 

16842
16842
1111
1111





 = 

21

16842
16842
1111
2020 RR 



 

= 

12842
12842
0111
0020



 = -2
1282
1282
011



 = -2
2400
1282
011

 

= -48 82
11

 = -48(8-2) = -288 

c11 = 

0000
16842
16841
1111


 = 0 
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c12 = -

0001
16841
16841
1111


 = 

1684
1684
111



 = 
0160

1684
111



 

= 16 164
11

 = 16(16-4) = 192 

c13 = 

0001
16821
16821
1111


 = -

1682
1682
111



 = -
3200
1682
111

 

= -32 82
11

 = -32(8-2) = -192 

c14 = -

0001
16421
16421
1111


 = 

1642
1642
111



 = 
004

1642
111



 

= -4 164
11

 = -4(16-4) = -48 

c15 = 

0001
8421
8421
1111


 = -

842
842
111



 = -
080
842
111

 

= 8 82
11

 = 8(8-2) = 48 

 
 

c21 = -

0000
16842
16842
1111





 = 0 

c22 = 

0001
16841
16841
1111





 = -
1684
1684
111





 = -
0160

1684
111





 

= -16 164
11

 = -16(16 - 4) = -192 
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c23 = -

0001
16821
16821
1111





 = 
1682
1682
111





 = 
3200
1682
111 

 

= 32 82
11 

 = 32(-8 + 2) = -192 

c24 = 

0001
16421
16421
1111





 = -
1642
1642
111





 = -
004

1642
111





 

= 4 164
11

 = 4(16 - 4) = 48 

c25 = -

0001
8421
8421
1111





 = 
842
842
111





 = 
080
842
111 

 

= -8 82
11 

 = -8(-8 + 2) = 48 

c31 = 0 

c32 = -

0001
16841
1111
1111





 = 
1684
111
111





 = 
1684
020
111





 

= 2 164
11

 = 2(16 - 4) = 24 

c33 = 

0001
16821
1111
1111





 = -
1682
111
111







 = -
1682
200
111





 

= 2 82
11




 = 2(8 - 2) = 12 

c34 = -

0001
16421
1111
1111





 = 
1642
111
111





 = 
1642
002
111





 

= -2 164
11

 = -2(16 - 4) = -24 
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c35 = 

0001
8421
1111
1111





 = -
842
111
111





 = -
842
020
111





 

= -2 82
11




 = -2(8 - 2) = -12 

c41 = 0 

c42 = 

0001
16841
1111
1111 

 = -
1684
111
111 

 = -
1684
020
111 

 

= -2 164
11

 = -2(16 - 4) = -24 

c43 = -

0001
16821
1111
1111 

 = 
1682
111
111 

 = 
1682
200
111 

 

= -2 82
11 

 = -2(-8 + 2) = 12 

c44 = 

0001
16421
1111
1111 

 = -
1642
111
111

 = -
1642
002
111

 

= 2 164
11

 = 2(16 - 4) = 24 

c45 = -

0001
8421
1111
1111 

 = 
842
111
111 

 = 
842
020
111 

 

= 2 82
11 

 = 2(-8 + 2) = -12 

c51 = 

16842
16842
1111
1111





  =  

16842
16842
1111
2020



  =  

32080
16842
1111
2020

 



 31 

= 8
1682
111
200

 + 32
842
111
020

 

= 8 







82
11

2 +32 







 82

11
2  

= 96 – 384 = -288 

c52 = 

16841
16841
1111
1111





  =  (-1)

16841
16841
0200
1111





  =  2
1641
1641
111

  =  0 

c53 = 

16821
16821
1111
1111





 = 

01640
16821
1111
1111





 = 

01640
16821
2002
1111





 

= 

01640
16821
2002
0110





=

01640
16001
2002
0110





=

01240
16001
2002
0010





 

= 12
1601
202
010 

 = 12 161
22

 = 12(32 - 2) = 360 

c54 = 

16421
16421
1111
1111





  =  

16421
16421
0020
1111





  =  2
1641
1641
111

  =  0 

c55 = 

8421
8421
1111
1111





  =  

8421
8421
0202
1111





  =  

0802
8421
0202
1111 

 

= -2
080
842
111 

   -2
002
821
111 

 

= 16 82
11 

   -4 82
11 

 

= 16(-8 + 2) -4(-8 + 2) 
= -96 + 24 = -72 
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adj(A) = 































7212124848
024244848

3601212192192
02424192192

2880000

 

A
-1 = 





























4
1

24
1

24
1

6
1

6
1

12
1

12
1

6
1

6
1

4
5

24
1

24
1

3
2

3
2

12
1

12
1

3
2

3
2

0

0
10000

 

 
จากขอ้ 10-11 จงแก้ระบบสมการเชิงเส้น โดยใช้เมทริกซผ์กผนัส าหรบัการคณู 

10. x1 + x2 + x3 = 0 
 x1 + 2x2 - 3x3 = 1 
 -2x1 + x2 + 2x3 = 0 

วธิที า A = 


















212
321
111

 , det.A = 
212
321
111



  = 
232
311
101



  

 = 
432
411
001



  = 43
41 

 = 4 + 12 = 16 

c11 = 21
32 

 = 4 + 3 = 7 

c12 = 22
31




 = -(2 - 6) = 4 

c13 = 12
21


 = 1 + 4 = 5 

c21 = - 21
11

 = -(2 - 1) = -1 

c22 = 22
11


 = 2 + 2 = 4 

c23 = - 12
11


 = -(1 + 2) = -3 

c31 = 32
11


 = -3 - 2 = -5 
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c32 = - 31
11


 = -(-3 - 1) = 4 

c33 = 21
11

 = 2-1 = 1 

adj(A) = 


















135
444
517

 

A
-1 = 



















16
1

16
3

16
5

4
1

4
1

4
1

16
5

16
1

16
7

 















3

2

1

x
x
x

 = A
-1
B = 



















16
1

16
3

16
5

4
1

4
1

4
1

16
5

16
1

16
7

   














0
1
0

 = 





















16
3

4
1
16

1

 

x1 = 16
1

 , x2 = 4
1

 และ x3 = 16
3

 
 

11. 4x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 4 
 x1 - x2 + x3 + 3x4 = 0 
 -x1 + 2x2 + 3x3 - 4x4 = 0 
 2x1 + 3x2 - x3 - x4 = 2 

วธิที า A = 






















1132
4321
3111
1234

 

det.A = 

1132
4321
3111
1234






=

1135
4321
3110
1237






=

1235
4521
3010
1537






 

= 

8235
2521
0010

10537


 = -
825
251

1057
 = -32 

c11 = 
113
432
311







 = -36 
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c12 = -
112
431
311



  = 31 

c13 = 
132
421
311







 = -2 

c14 = -
132
321
111







 = 23 

c21 = -
113
432
123



  = 52 

c22 = 
112
431
124



  = -51 

c23 = -
132
421
134



  = -6 

c24 = 
132
321
234



  = -43 

c31 = 
113
311
123



  = 20 

c32 = -
112
311
124



 = -19 

c33 = 
132
311
134



  = -6 

c34 = -
132
111
234



  = 11 

c41 = -
432
311
123



  = 40 
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c42 = 
431
311
124



 = -46 

c43 = -
421
311
134



  = 4 

c44 = 
321
111
234



  = -30 

adj(A) = 
















 

30-1143-23
46-6-2-

46-19-51-31
40205236-

  

A
-1 = 





















 

32
30

32
11-

32
43

32
23-

32
4-

32
6

32
6

32
2

32
46

32
19

32
51

32
31-

32
40-

32
20-

32
52-

32
36

  

















4

3

2

1

x
x
x
x

  =  A-1
B  = 





















  

32
30

32
11-

32
43

32
23-

32
4-

32
6

32
6

32
2

32
46

32
19

32
51

32
31-

32
40-

32
20-

32
52-

32
36

 
















2
0
0
4

 = 

































16
30

8
23

16
4

8
2

16
46

8
31

16
40

8
36

 = 























8
8

8
8

8
16

0  =  




















1
0  
1
2  

 

x1     =     2     ,     x2     =     -1     ,     x3     =     0     และ     x4     =     -1 
 
จากขอ้ 12-13 จงแก้ระบบสมการเชิงเส้น โดยใช้กฎของคราเมอร ์

12. 2x1 - x2 - x3 = 1 
 x1 + 3x2 + x3 = 0 
 -x1 + x2 + 2x3 = 4 

วธิที า A = 


















211
131
112

 , B = 














4
0
1
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 det.A = 
211
131
112





 = 12 + 1 - 1 - 3 - 2 + 2 = 9 

 det.A1 = 
214
130
111 

 = 6 - 4 + 0 + 12 - 1 - 0 = 13 

 det.A2 = 
241
101
112





 = 0 - 1 - 4 - 0 - 8 - 2 = -15 

 det.A3 = 
411
031
112





 = 24 + 0 + 1 + 3 - 0 + 4 = 32 

 x1 = A.det
A.det 1  = 9

13
 

 x2 = A.det
A.det 2  = 9

15
 = 3

5
 

 x3 = A.det
A.det 3  = 9

32
 = 9

32
 

  x1 = 9
13

, x2     =     3
5

    และ     x3     =    9
32

 

 
13. 2x1 + 3x2 + 2x3 - 3x4 = 1 
 x1 - x2 - x3 + x4 = 0 
 3x1 + 2x2 + x3 - x4 = 1 
 x1 + 2x2 + 2x3 - 2x4 = 0 

วธิที า A = 
























2221
1123
1111
3232

, B = 
















0
1
0
1

 

 det.A = 

2221
1123
1111
3232









 = 

4220003
1123
1111
3232

RR 







 

 = (-3) 
112

111
323







 = (-3)(-1) = 3 
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 det.A1  = 

2220
1121
1110
3231









 =

 

4220000
1121
1110
3231

RR 







= 0 

 det.A2  = 

2201
1113
1101
3212









 = (-1) 
221
113

111







 +  (-1) 

221
111
322







 

 = (-1)(0) + (-1)(-3) = 3 

 det.A3  = 

2021
1123
1011
3132









 = (1) 
221
123

111







 +  (1) 
221

111
332







 

  = (1)(-3)+(1)(0) = -3 

 det.A4  = 

0221
1123
0111
1232


 = (-1) 

221
123
111 

 +  (-1) 
221
111

232
  

 = (-1)(3) + (-1)(-3) = 0 

 x1 = A.det
A.det 1  = 3

0
 = 0 

 x2 = A.det
A.det 2  = 3

3
 = 1 

 x3 = A.det
A.det 3  = 3

3
 = -1 

 x4 = A.det
A.det 4  = 3

0
 = 0 

      x1  =     0 ,  x2   =     1,    x3   =   -1  และ   x4   =     0 
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                                เส้นตรง 
 
จงแสดงวิธีท า 
จากขอ้ 1-4 จงหาระยะระหวา่งจดุ A และ B 
1. A(-3, 2) ; B(5, 8) 

A(-3, 2) ; B(5, 8) :  d = 2
12

2
12 )yy()xx(   

 = 22 2835 )()(   
 = 3664  = 100  = 10 
 

2. A(-2, 3) ; B(-3, 3) 

A(-2, 3) ; B(-3, 3) :  d = 2
12

2
12 )yy()xx(   

 = 22 3323 )()(   
 = 1   = 1 
 

3. A(7, 2) ; B(-2, -2) 

A(7, 2) ; B(-2, -2  :  d = 2
12

2
12 )yy()xx(   

 = 22 2272 )()(   
 = 1681  = 97  
 

4. A(a - b, a + b) ; B(0, 0) 

A(a-b, a+b) ; B(0, 0) :  d = 2
12

2
12 )yy()xx(   

 = 22 00 ))ba(())ba((   

 = 22 )ba()ba(   

 = 2222 22 babababa   

 = 222 )ba(   
 
 
5. จงแสดงว่าสามเหล่ียมท่ีมีมุมทัง้สามอยู่ท่ีจดุ (-1, 4), (2, 5) และ (0, 1) เป็นสามเหล่ียมมุมฉาก 

ใหจุ้ด A คอื (-1, 4) , B คอื (2, 5) และจุด C คอื (0, 1) 

จาก d = 2
12

2
12 )yy()xx(   

 dAB = 22 4512 )()(   
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 = 19  = 10  

 dBC = 22 5120 )()(   
 = 164  = 20  

 dAC = 22 4110 )()(   
 = 91  = 10  

เน่ืองจาก  ( 20 )2 = ( 10 )2+( 10 )2    ,  BC
2   =   AB

2+AC
2 

ดงันัน้ จะได ้ABC เป็นรปู  มุมฉาก 
 โดยมมีมุ A เป็นมุมฉาก 
นัน่คอื สามเหลีย่มทีม่มีมุทัง้สามอยู่ทีจ่ดุ (-1, 4)  

(2, 5) และ (0, 1) เป็นสามเหลีย่มมมุฉาก 
 
 
6. จงแสดงว่าสามเหล่ียมท่ีมีมุมทัง้สามอยู่ท่ีจดุ (-2, 3), (3, -2) และ (2, 5) เป็นสามเหล่ียมหน้าจัว่ 

ใหจุ้ด A คอื (-2, 3) , B คอื (3, -2) และ C คอื (2, 5) 

จาก d = 2
12

2
12 )yy()xx(   

 dAB = 22 3223 )()(   
 = 2525  = 50  

 dBC = 22 2532 )()(   
 = 491  = 50  

เน่ืองจากดา้น AB = BC ดงันัน้ ABC เป็นสามเหลีย่มหน้าจัว่ 
นัน่คอื สามเหลีย่มทีม่มีมุทัง้สามอยู่ทีจ่ดุ (-2, 3) , (3, -2) และ (2, 5) เป็นสามเหลีย่มหน้าจัว่ 

 
จากขอ้ 7-8 จงหาจดุก่ึงกลางระหว่างจดุ 2 จดุ ต่อไปน้ี 
7. A(2, 4) ; B(3, -5) 

จาก x  = 2
21 xx   = 2

32   = 2
5  

 y  = 2
21 yy   = 2

54   = - 2
1  

 จุดกึง่กลาง คอื  






 2
1

2
5

 ,  
 

8. A(-3, -9) ; B(-5, 10) 

จาก x  = 2
21 xx   = 2

53   = - 2
8  = -4 

 y  = 2
21 yy   = 2

109   = 2
1  

B

A C

10 20

10
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 จุดกึง่กลาง คอื  





 2

1
4   ,  

 

9. จงแสดงวา่ เส้นทแยงมุมของรปูส่ีเหล่ียมด้านขนานท่ีมีมมุทัง้ส่ีอยู่ท่ีจดุ 
 P(1, 3) , Q(6, 5) , R(10, 4) และ S(5, 2) แบ่งครึง่ซ่ึงกนัและกนั 

วธิที า จุดกึง่กลางของ PR = 




 

2
43

2
101

  ,  = 






2
7

2
11

  ,  

 จุดกึง่กลางของ QS = 




 

2
25

2
56

  ,  = 






2
7

2
11

  ,  

 จุดกึง่กลางของเสน้ทแยงมมุทัง้สองของ PQRS เป็นจุดเดยีวกนั คอื  






2
7

2
11

  ,  

 นัน่คอื เสน้ทแยงมุมของ PQRS แบ่งครึง่ซึง่กนัและกนั 
 

10. จงหาจดุบนแกน y ซ่ึงอยู่ห่างจากจดุ (0, 5) และ (0, -1) เป็นระยะทางเท่ากนั 
วธิที า เน่ืองจากจุด (0, 5) และ (0, -1) อยู่บนแกน y ทัง้ 2 จุด 

 จุดทีอ่ยูห่่างจากจุด 2 จุดน้ีเท่ากนั คอื จุดกึง่กลางระหว่างจุด 2 จุดน้ี 

 ดงันัน้ จุดกึง่กลางระหว่าง 2 จุด  =   




 

2
15

2
00

  ,    =   (0, 2) 

จากขอ้ 11-14 จงหาความชนัของเส้นตรง เมื่อมีมุมเอียงหรอืผา่นจดุดงัน้ี 
11.      = 60o 

วธิที า จาก m = tan   = tan 60o = 3  = 1.732 
 

12.     = 3
2

 

วธิที า จาก m = tan   = tan 3
2

 = tan 120o = -tan60o = -1.732 
 

13. (-1, 3) , (2, 5) 

วธิที า จาก m = 
12

12
xx
yy




 = 12

35



 = 3

2
 

 

14. (4, -5) , (-2, -5) 

วธิที า จาก m = 
12

12
xx
yy




 = 42

55



 = 6

0


 = 0 
 

15. จงหาความชนัของเส้นตรงท่ีขนานกบัเส้นตรงท่ีต่อจดุ A(4, -3) และ B(-2, 5) 

วธิที า จาก m = 
12

12
xx
yy




 = 42

35



 = 6

8


 = - 3
4

 

 นัน่คอื ความชนัของเสน้ตรงทีต่อ้งการ คอื - 3
4
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16. จงหาความชนัของเส้นตรงท่ีตัง้ฉากกบัเส้นตรงท่ีต่อจดุ P(1, 1) และ Q(5, -1) พรอ้มทัง้วาดรปูด้วย 

วธิที า จาก m1 = 
12

12
xx
yy




 = 15

11



 = 4

2
 = - 2

1
 

เน่ืองจาก m1m2 = -1 

 





 2

1
m2 = -1 

 m2 = -1 





 1

2
 = 2 

 นัน่คอื ความชนัของเสน้ตรงทีต่อ้งการ คอื 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. จงแสดงให้เหน็จริงว่า เส้นตรงท่ีผา่นจดุ  A(1, -2) , B(3, 4) และ C(2, 1) เป็นเส้นตรงเดียวกนั 
วธิที า จุด A, B, C อยู่บนเสน้ตรงเดยีวกนั กต่็อเมื่อ mAB = mAC 

 mAB = 13
24




 = 2

6
 = 3 

 mAC = 12
21




 = 1

3
 = 3 

 เน่ืองจาก  mAB  =  mAC 
 จะไดจุ้ด A, B และ C อยู่บนเสน้ตรงเดยีวกนั 
 

18. จงหาขนาดของมุม จากเส้นตรง L1 ท่ีผา่นจดุ (2, -3) และ (5, 4) ไปยงัเส้นตรง L2 ซ่ึงผา่นจดุ (2, 5) และ (3, 4) 
วธิที า ให ้ m1 เป็นความชนัของ L1 

 m2 เป็นความชนัของ L2 

 จาก m = 
12

12
xx
yy




 

 
 
 

y

0
x

m = 2

y

0
x

(3,4)


(2,5)

(5,4)

(2,-3)

L   2 L   1
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 m1 = 25
34




 = 3

7
 

 m2 = 23
54




 = - 1

1
 , = -1 

 ให ้  เป็นมุมจากเสน้ตรง L1 ไปยงั L 2 

 จาก tan  = 
21

12
1 mm

mm



 

 = 
  )( 11
1

3
7

3
7




 

 = 
3
4
3
10




 = 













 4
3

3
10

 

 = 4
10

 = 2.5 

 จะได ้ tan  = 2.5 
 นัน่คอื  = tan

-1 2.5 = 68.20o 
  = 68.20o 
 

19. จงหาสมการของเส้นตรงท่ีผา่นจดุ A(-3, 2) และ B(4, -1) พรอ้มทัง้วาดรปูด้วย 

วธิที า จาก 
1

1
xx
yy




 = 

12

12
xx
yy




 

 3
2





x
y

 = 34
21




 = - 7

3
 

 7(y - 2) = -3(x + 3) 
 7y - 14 = -3x - 9 
 นัน่คอื สมการของเสน้ตรง คอื 3x + 7y - 5   =   0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y

0
x

3x+7y-5 = 0
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20. จงหาสมการของเส้นตรงท่ีมีความชนั – 3
2

 และผา่นจดุ A(4, 1) พรอ้มทัง้วาดรปูด้วย 

วธิที า จาก y-y1 = m(x - x1) 

y - 1 = - 3
2

(x - 4) 

3(y - 1) = -2(x - 4) 
3y - 3 = -2x + 8 

 นัน่คอื สมการของเสน้ตรง คอื 2x + 3y - 11    =    0 
 
 
 
 
 
 
 

21. จงหาสมการของเส้นตรงท่ีมีความชนั 5
2

 และมีจดุตดัแกน y เป็น - 5
3

 พรอ้มทัง้วาดรปูดว้ย 

วธิที า จาก y = mx + b 

y = 5
2

x + 





 5

3
 

5y = 2x - 3 
 นัน่คอื สมการของเสน้ตรง คอื 2x - 5y - 3    =    0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22. จงหาสมการของเส้นตรงท่ีมีจดุตดัแกน x เป็น -2 และมีจดุตดัแกน y เป็น 3
1

 พรอ้มทัง้วาดรปูด้วย 

วธิที า จาก b
y

a
x
  = 1 

 
3
12
yx




 = 1 

y

0
x

2
3

2x+3y-11 = 0

y

0 x
52x-5y-3 = 0

2
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 2
x

 + 3y = 1 

 -x+6y = 2 
 นัน่คอื สมการเสน้ตรง คอื x - 6y + 2   =   0 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. จงหาสมการของเส้นตรงท่ีขนานกบัเส้นตรง 2x - 3y + 5 = 0 และผา่นจดุ (2, -3) 
วธิที า จาก 2x - 3y + 5 = 0 

 3y = 2x + 5 

 y = 3
5

3
2

x  

 เสน้ตรงทีข่นานกบัเสน้ตรง 2x-3y+5  =  0  มคีวามชนั =  3
2

  และผ่านจุด (2, -3) 

 จาก y - y1 = m(x - x1) 

 y + 3 = 3
2

 (x - 2) 

 3(y + 3) = 2(x - 2) 
 3y + 9 = 2x - 4 
 นัน่คอื สมการเสน้ตรง คอื 2x - 3y - 13   =   0 
 
 

24. จงหาสมการของเส้นตรงท่ีตัง้ฉากกบัเส้นตรง x + 2y - 3 = 0 และผา่นจดุ (3, -2) 
วธิที า จาก x + 2y - 3 = 0 

 2y = -x + 3 

 y = 2
3

2
1

 x  

 จะไดเ้สน้ตรง x + 2y - 3  =  0  มคีวามชนั - 2
1

  =  m1 

 จาก m1m2 = -1 

 - 2
1

m2 = -1 

 m2 = 2 

y

0
x

x-6y+2 = 0
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 ดงันัน้ เสน้ตรงทีต่ัง้ฉากกบั x + 2y - 3   =   0  มคีวามชนั   =   2 และผ่านจุด (3, -2) 
 จาก y - y1 = m(x - x1) 
 y + 2 = 2(x - 3) 
 y + 2 = 2x - 6 
 นัน่คอื สมการของเสน้ตรง คอื 2x - y - 8  =   0 
 

25. จงหาระยะทางจากจดุ P(4, 3) ไปยงัเส้นตรง 6x - 8y + 10 = 0 

วธิที า จาก d = 
22

11

BA

CByAx




 

 = 
22 86

103846

)(

))(()(




 

 = 
100
10

 = 1 

 นัน่คอื จะไดร้ะยะทีต่อ้งการ คอื  1  หน่วย 
 

26. จงหาสมการของเส้นตรงท่ีผา่นจดุตดัของเส้นตรง x + y - 4 = 0 กบัเส้นตรง 2x - y + 5 = 0 และตัง้ฉากกบัเส้นตรง 3x+4y-7 = 
0 
วธิที า 1. หาจุดทีเ่สน้ตรง x + y - 4  =  0  กบัเสน้ตรง 2x - y + 5  =   0  ตดักนัก่อน 

 ให ้ x + y = 4 …(1) 
 2x - y = -5 …(2) 

(1) + (2) 3x = -1  , x = - 3
1

 

 น า x = - 3
1

  แทนใน (1) จะได ้

 - 3
1

 + y = 4   , y = 4 + 3
1

 = 3
13

 

 ดงันัน้ จุดทีเ่สน้ตรงทัง้สองตดักนั คอื 





 3

13
3
1

  ,  

2. หาความชนั (m2) ของเสน้ตรงทีผ่่านจุด  





 3

13
3
1

  ,   และตัง้ฉากกบัเสน้ตรง 3x + 4y - 7  =  0  ซึง่มคีวามชนั m1 

จาก 3x + 4y - 7 = 0 
 4y = -3x+7 

 y = 4
7

4
3

 x  

จะได ้ m1 = - 4
3

 

จาก m1m2 = -1 

 - 4
3

m2 = -1 
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 m2 = -1 





 3

4  = 3
4

 

3. หาสมการของเสน้ตรงทีผ่่านจุด 





 3

13
3
1

  ,  และมคีวามชนั 3
4

 

จาก y - y1 = m1(x - x1) 

 y - 3
13

 = 






 3
1

3
4

x  

 y - 3
13

 = 9
4

3
4


x

 

 น า 9 คณูตลอด 9y - 39 = 12x + 4 
 นัน่คอื สมการของเสน้ตรงทีต่อ้งการ คอื 12x-9y+43  =  0 
 

27. จงหาสมการของเส้นตรงท่ีผา่นจดุก่ึงกลางของเส้นตรงท่ีต่อจดุ A(2, 3) และ B(-3, 5) และผา่นจดุตดัของเส้นตรง 4x - y + 8 = 
0 และเส้นตรง x + y - 2 = 0 
วธิที า 1. หาจุดกึง่กลางของ (2, 3) และ (-3, 5) 

 จาก x  = 2
32 

 = - 2
1

 

 y  = 2
53 

 = 4 

 จุดกึง่กลางคอื (- 2
1

,  4)  ซึง่เป็นจดุทีเ่สน้ตรงผ่าน 
 

2. หาจุดตดัของเสน้ตรง 4x-y+8  =  0  และเสน้ตรง  x+y-2  =   0 
 ให ้ 4x - y = -8 …(1) 
 x + y = 2 …(2) 

 (1) + (2) 5x = -6   , x = - 5
6

 

 แทน  x  =  - 5
6

  ใน (2)  จะได ้

 - 5
6

+y = 2   , y = 2 + 5
6

 = 5
16

 

 จุดทีเ่สน้ตรงทัง้สองตดักนั คอื  





 5

16
5
6

  ,  

3. หาสมการของเสน้ตรงทีผ่่านจุด   





 42

1
  , และ 






 5

16
5
6

  ,  

 จาก 
1

1
xx
yy




 = 

12

12
xx
yy




 

 
2
1
4





x
y

 = 
2
1

5
6

5
16 4




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2
1
4





x
y

 = 
10
7
5
4




 = 7

8
 

 7(y - 4) = 8(x + 
2

1 ) 

 7y - 28 = 8x + 4 
 นัน่คอื สมการของเสน้ตรง คอื  8x - 7y + 32    =    0 
 
 

28. จงหาระยะทางระหวา่งเส้นตรง 3x - 4y - 9 = 0 และเส้นตรง 3x - 4y + 11 = 0 
วธิที า หาจุดบนเสน้ตรง 3x - 4y - 9  =  0 

 ก าหนด x = 0  จะได ้ 0 - 4y - 9  =  0   ,    y  =  - 4
9

 

 จะไดจุ้ด  (0, - 4
9

)  อยู่บนเสน้ตรง 3x - 4y - 9  =  0 

 หาระยะจากจุด (0, - 4
9

) มายงัเสน้ตรง 3x - 4y + 11  =  0 

 จาก d = 
22

11

BA

CByAx




 

 = 
22

4
9

43

11403

)(

))(()(




 

 = 
25

20
 = 5

20
 = 4 

 นัน่คอื ระยะระหว่างเสน้ตรงทัง้สอง เทา่กบั  4  หน่วย 
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                                 ภาคตดักรวย 
 
จงแสดงวิธีท า 
เรือ่ง  :  วงกลม 
1. จงหาสมการวงกลมและส่วนของวงกลมต่อไปน้ี 

1.1 จงหาสมการวงกลมท่ีมีจดุศนูยก์ลางอยู่ท่ีจดุก าเนิด  รศัมียาว 7 หน่วย 
วธิที า x

2 + y2 = r
2 

 x
2 + y2 = 72 = 49 

 สมการวงกลม  คอื   x2 + y2 - 49 = 0 
1.2 จงหาสมการวงกลมท่ีมีจดุศนูยก์ลางท่ี (5, 6) และเส้นผา่นศนูยก์ลางยาว 16 หน่วย 

วธิที า สมการวงกลม (x - h)2 + (y - k)2 = r
2 

 (x - 5)2 + (y - 6)2 = 82 
 x

2 + y2 - 10x - 12y - 3 = 0 
 

1.3 สมการวงกลม x2 + y2 - 4x + 10y - 20 = 0 มีจดุศนูยก์ลางและรศัมีเท่าใด 
วธิที า x

2 + y2 - 4x + 10y - 20 = 0 
(x2 - 4x) + (y2+ 10y) = 20 
(x - 2)2 + (y + 5)2 = 20 + 4 + 25 
(x - 2)2 + (y + 5)2 = 49 = 72 

จุดศนูยก์ลางคอื (2, -5)  และรศัม ี 7  หน่วย  
 

2. ก าหนดให้วงกลมมีจดุศนูยก์ลาง (5, 6) และมีเส้นตรง 6x – 8y – 2 = 0 เป็นเส้นสมัผสั 
จงตอบค าถามข้อ 2.1 – 2.3 
2.1 จงหารศัมีของวงกลมท่ีก าหนด 

วธิที า สตูร d = 
22

111

BA

CByAx





  

 d = 
22 86

26856



 )()(
 

 = 10
20

 = 2 

 รศัม ี = 2   หน่วย 
 

2.2 จงหาสมการวงกลมท่ีก าหนด 
วธิที า สตูรสมการวงกลม (x - h)2 + (y - k)2 = r

2 
 (x - 5)2 + (y - 6)2 = 22 
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 x
2 + y2 - 5x - 12 y + 57 = 0 

2.3 ความชนัของรศัมีของวงกลมท่ีตัง้ฉากกบัเส้นสมัผสั 6x - 8y - 2 = 0 
วธิที า สมการ 6x - 8y - 2 = 0 

มคีวามชนั = 8
6




 = 4

3
 

จากรปูรศัม ี(r)  จะตัง้ฉากกบัเสน้สมัผสัเสมอ 
ดงันัน้  ความชนัเสน้สมัผสั  ความชนัของรศัม ี = -1 

4
3

  ความชนัของรศัม ี = -1 

ความชนัของรศัม ี = 3
4

 

 
2.4 จงหาสมการของวงกลมท่ีผา่นจดุ (1, -1), (-3, -3) และ (0, 1) พรอ้มทัง้หาจดุศนูยก์ลางและรศัมีของ วงกลมดว้ย 

วธิที า วงกลมผ่านจุด  (1, -1), (-3, -3) และ (0, 1) 
 x

2 + y2 + Cx + Dy + E = 0 
 1 + 1 + C - D + E = 0 
 C - D + E = -2 …(1) 
 และ 9 + 9 - 3C - 3D + E = 0 
 3C + 3D - E = 18 …(2) 
 และ 0 + 1 + D + E = 0 
 D + E = -1 …(3) 

(2) - 3(1) 6D - 4E = 24 …(4) 
(3)  4 4D + 4E = -4 …(5) 
(4)+(5) 10D = 20 

 D = 2 
 จาก (3) , E = -3 
 จาก (1) C = -2 + D - E 
 = -2 + 2 + 3 = 3 
 สมการของวงกลม คอื x2 + y2 + 3x + 2y - 3 = 0 
 x

2 + 3x + y2 + 2y = 3 

 x
2 + 3x + 4

9
 + y2 + 2y + 1 = 3 + 4

9
 + 1 

 (x + 2
3

)2 + (y + 1)2 = 4
25

 

 (x + 2
3

)2 + (y + 1)2 = 
2

2
5





  

 จุดศนูยก์ลาง คอืจุด (- 2
3

, -1)  ,  รศัมยีาว   2
5

   หน่วย 

(5,6)
r

6x-8y-2 = 0
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เรือ่ง : พาราโบลา 
จากขอ้ 3-7 จงหาสมการของพาราโบลาพรอ้มทัง้วาดรปูทกุข้อ 
3. จดุโฟกสั คือ จดุ (0, 5) จดุยอด คือ (0, 0) 
 

วธิที ำ F(0, 5) และ V(0, 0) 
จำก x

2 = 4cy 
 = 45y 
 = 20y 

ดงันัน้   สมกำรพำรำโบลำ คอื x2  =  20y 

 
 
 
4. จดุโฟกสั คือ จดุ (-6, 0) จดุยอด คือ (0, 0) 
 

วธิที ำ F(-6, 0) และ V(0, 0) 
จำก y

2 = -4cx 
 = -4-6x 
 = -24x 

ดงันัน้   สมกำรพำรำโบลำ คอื y2  =  -24x 

 
5. จดุโฟกสั คือ จดุ (4, -3) จดุยอด คือ (4, -1) 
 

วธิที ำ F(4, -3) และ V(4, -1) 
จำก (x-h)2 = -4c(y - k) 

(x - 4)2 = -42(y + 1) 
x

2 - 8x + 16 = -8y-8 
x

2 - 8x + 8y + 24 = 0 
ดงันัน้  สมกำรพำรำโบลำ คอื x2 - 8x + 8y + 24 = 0 

 
 
 

0
x

y

(-   ,-1)3
2

r = 5
2

y

x0

F(0,5)

y = -5

y

x0
F(-6,0)

x = 6

0 x

y y = 1

V(4,-1)

F(4,-3)
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6. จดุโฟกสั คือ จดุ (-2, -1) ไดเรก็ทริกซ ์คือ y  =  -5 
 

วธิที ำ F(-2, -1) และไดเรก็ทรกิซ ์คอื  y = -5 
จำก (x - h)2 = 4c(y - k) 
 (x + 2)2 = 42(y + 3) 
 x

2 + 4x + 4 = 8y + 24 
 x

2 + 4x - 8y - 20 = 0 
 
 
 
7. จดุโฟกสั คือ จดุ (3, 4) ไดเรก็ทริกซ ์คือ x  =  5 
 

วธิที ำ F(3, 4) และไดเรก็ทรกิซ ์คอื  x = 5 
จำก (y - k)2 = -4c(x - h) 

(y - 4)2 = -41(x - 4) 
y

2 - 8y + 16 = -4x + 16 
y

2 - 8y + 4x = 0 
 
 
 
จากขอ้ 8-9 จงหาจดุยอด จดุโฟกสั ไดเรก็ทริกซ ์แกนของพาราโบลา และความยาวของ     เลตสัเรก็ตมั 
8. x2 + 2x + 4y - 6   =   0 

วธิที า x
2 + 2x + 4y - 6 = 0 

 x
2 + 2x = -4y + 6 

 x
2 + 2x + 1 = -4y + 7 

 (x + 1)2 = -4(y - 4
7

) 

 h  =  -1 , k =  4
7

 และ  c = 1 

 จุดยอด คอื V(-1, 4
7

) , จุดโฟกสั คอื F(-1, 4
3

) 

 ไดเรก็ทรกิซ ์คอื y = 4
11

 , เลตสัเรก็ตมัยาว  4  หน่วย 

 
 
 
 
 

0 x

y

y = -5

V(-2,-3)

F(-2,-1)

0 x

y

V (4,4)

F(3,4)

x = 5

0 x

y

y = 11
4

F(-1,   )3
4

V(-1,   )7
4
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9. y2 + 6y + 4x - 12   =   0 
วธิที า y

2 + 6y + 4x - 12 = 0 
 y

2 + 6y = -4x + 12 
 y

2 + 6y + 9 = -4x + 21 

 (y + 3)2 = -4(x - 4
21

) 

 h  =  4
21

  , k =  -3 และ  c = 1 

 จุดยอด คอื V( 4
21

, -3) , จุดโฟกสั คอื F( 4
17

,  -3) 

 ไดเรก็ทรกิซ ์คอื x = 4
25

 , เลตสัเรก็ตมัยาว  4  หน่วย 

 
 
 
 
 
 
 
เรือ่ง : วงร ี
จากขอ้ 10-13 จงหาสมการของวงรี ท่ีมีจดุศนูยก์ลางอยู่ท่ีจดุก าเนิด 

10. ความยาวของแกนหลกัเท่ากบั 8 หน่วย และความยาวของแกนรองเท่ากบั 4 หน่วย โดยมีแกนหลกัขนานกบัแกน x 

วธิที า 2a = 8 และ 2b = 4 
 a = 4 และ b = 2 
 c = 416  = 12  = 32  

 416

22 yx
  = 1 

 4x2 + 16y
2 = 64 

 ดงันัน้ สมการของวงร ีคอื x2 + 4y2 - 16  =  0 
 
 
 
 
 
 

 
 

y

x
0

F(    ,-3)17
4 V(    ,-3)21

4

x = 25
4

-3

y

x
0

(0,2)

(0,-2)

F (2   3,0)1
F (-2   3,0)2

(4,0)(-4,0)



 53 
11. จดุยอดอยู่ท่ีจดุ (0, 5) และจดุ (0, -5) และโฟกสัอยู่ท่ีจดุ (0, 3) และ (0, -3) 

วธิที า V1(0, 5) , V2(0, -5) , F1(0, 3) และ F2(0, -3) 
a = 5  , C = 3 
b = 925  = 4 

2516

22 yx
  = 1 

25x2 + 16y
2 = 400 

ดงันัน้ สมการของวงร ีคอื 25x2 + 16y
2 - 400  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. จดุโฟกสัอยู่ท่ีจดุ (4, 0) และจดุ (-4, 0) และมีค่า e = 0.8 
วธิที า F1(4, 0) , F2(-4, 0) และ e = 0.8 

c = 4 

e = a
c

 = 0.8 

a = 80.
c

 = 80
4
.  = 5 

b = 1625  = 3 

925

22 yx
  = 1 

9x2 + 25y
2 = 225 

 ดงันัน้ สมการของวงร ีคอื 9x2 + 25y
2 - 225  =  0 

 
 
 
 
 
 
 

y

x0

(0,5)

(0,-5)

(4,0)
(-4,0)

F (0,3)1

F (0,-3)2

y

x0

(0,3)

(0,-3)

F (4,0)1F (-4,0)2(-5,0) (5,0)
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13. จงหาจดุโฟกสัค่า e ความยาวของแกนหลกั และความยาวของแกนรองของวงรีท่ีมีสมการ 
12x2+16y2-192   =   0 
วิธีท า 12x2 + 16y

2 - 192 = 0 
12x2 + 16y

2 = 192 

1216

22 yx
  = 1 

a = 4   , b = 2 3  
c = 1216  = 2 

จุดโฟกสั คอื F1(2, 0) และ F2(-2, 0) 

e = a
c

 = 4
2

 = 0.5 

ความยาวของแกนหลกั = 8 หน่วย 
ความยาวของแกนรอง = 4 3  หน่วย 

 
 
 
 
 
 
 
 
จากขอ้ 14-17 ก าหนดให้วงรีมีจดุศนูยก์ลางอยู่ท่ีจดุ (h, k) 

14. จงหาสมการของวงรีท่ีมีจดุศนูยก์ลางอยู่ท่ีจดุ (4, 1)  จดุโฟกสัอยูท่ี่จดุ  (1, 1) และจดุ (7, 1) และมีความยาวคงตวัเท่ากบั 12 
หน่วย 
วธิที า C(4, 1) , F1(7, 1) , F2(1, 1) และ 2a = 12 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

y

x
0

(4,0)(-4,0)
F (-2,0)2

(0,-2  3)

F (2,0)1

(0,2  3)

y

x
0

F (1,1) F (7,1)

(4,1+3  3)

(4,1-3  3)

C (4,1) (10,1)(-2,1) 2 1
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c = 3 และ a = 6 
b = 936  = 27  = 3 3  

27
1

36
4 22 )y()x( 




 = 1 

27(x2 - 8x + 16) + 36(y2 - 2y + 1) = 972 
27x2 + 36y

2 - 216x - 72y + 432 + 36 = 972 
ดงันัน้ สมการของวงร ีคอื 27x2 + 36y

2 - 216x - 72y - 504   =   0 
 

15. จงหาสมการของวงรีท่ีมีจดุศนูยก์ลางอยู่ท่ีจดุ (-3, 2) จดุโฟกสัอยู่ท่ีจดุ (-7, 2) และจดุ (1, 2) และมีค่า e = 0.8 
วธิที า C(-3, 2) , F1(1, 2) , F2(-7, 2) และ e = 0.8 

c = 4  , a
c

 = 0.8 

a = 80
4
.  = 5 

b = 1625  = 3 

9
2

25
3 22 )y()x( 




 = 1 

9(x2 + 6x + 9) + 25(y2 - 4y + 4) = 225 
9x2 + 54x + 81 + 25y

2 - 100y + 100 = 225 
ดงันัน้   สมการของวงร ีคอื 9x2 + 25y

2 + 54x - 100y - 44  =  0 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. จงหาสมการของวงรีท่ีมีจดุยอดอยู่ท่ีจดุ (-1, 7) และจดุ (-1, -3) และมีค่า e = 0.6 พรอ้มทัง้หาจดุศนูยก์ลางและโฟกสั 
วธิที า V1(-1, 7) , V2(-1, -3) และ e = 0.6 

 a = 5 , a
c

 = 0.6 

 c = 3 , b = 925  = 4 
 จุดศนูยก์ลาง คอื (-1, 2) 
 จุดโฟกสั คอื F1(-1, 5) และ F2(-1, -1) 

 25
2

16
1 22 )y()x( 




 = 1 

y

x
0

F (-7,2)2 c (-3,2) F (1,2)1

(-3,5)

(-3,-1)
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 25(x2 + 2x + 1) + 16(y2 - 4y + 4) = 400 
 25x2 + 16y

2 + 50x - 64y - 311 = 0 
 ดงันัน้  สมการของวงร ีคอื 25x2 + 16y

2 + 50x - 64y - 311  =  0 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

17. จงหาจดุศนูยก์ลาง จดุโฟกสั จดุยอด ค่า e ความยาวของแกนหลกั ความยาวของแกนรองของวงรี 
5x2 + 12y2 - 30x + 24y - 3   =   0 
วธิที า 5x2 + 12y

2 - 30x + 24y = 3 
5(x2 - 6x) + 12(y2 + 2y) = 3 
5(x2 - 6x + 9) + 12(y2 + 2y + 1) = 3 + 45 + 12 

5
1

12
3 22 )y()x( 




 = 1 

h  =  3 , k  =  -1 ,  a  =  12   และ  b  =  5  
c = 512  = 7  
จุดศนูยก์ลาง คอื (3, -1) 
จุดโฟกสั คอื จุด F1(3+ 7 , -1) และ F2(3- 7 , -1) 

e = a
c

 = 12
7

  0.764 

จุดยอด คอื V1(3+2 3 , -1) และ V2(3-2 3 , -1) 
ความยาวของแกนหลกั = 4 3  หน่วย 
ความยาวของแกนรอง = 2 5  หน่วย 

 
 
 
 
 
 
 
 

y

x0

(-1,7)

(-1,-3)

(3,2)(-5,0)

F (-1,5)1

F (-1,-1)2

(-1,2)

y

x0
(3,-1)

F (3-  7,-1)2 F (3+  7,-1)1 V (3+2  3,-1)1V (3-2  3,-1)2
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เรือ่ง : ไฮเพอรโ์บลา 
จากขอ้ 18-19 ก าหนดให้จดุศนูยก์ลางของไฮเพอรโ์บลาอยูท่ี่จดุก าเนิด 

18. จงหาสมการของไฮเพอรโ์บลา จดุยอด สมการเส้นก ากบัของไฮเพอรโ์บลาท่ีมีจดุโฟกสัอยู่ท่ีจดุ (-4, 0) และ (4, 0) และมีค่าคงท่ี
เป็น 6 พรอ้มทัง้วาดรปู 
วธิที า F1(4, 0) , F2(-4, 0) และ 2a = 6 

a = 3 
c = 4 
b = 916  = 7  

e = a
c

 = 1.33 

79

22 yx
  = 1 

สมการของไฮเพอรโ์บลา คอื 7x2 - 9y2 - 63  =  0 
จุดยอด คอื V1(3, 0) และ V2(-3, 0) 

สมการของเสน้ก ากบั คอื    y     =     3
7

 x 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

19. จงหาสมการของไฮเพอรโ์บลา สมการเส้นก ากบั ค่า e ของไฮเพอรโ์บลาท่ีมีจดุยอดอยูท่ี่จดุ (0, -3) และจดุ (0, 3) และมีจดุโฟกสั
อยู่ท่ีจดุ (0, -5) และ (0, 5) 
วธิที า V1(0, 3) , V2(0, -3) และ F1(0, 5) , F2(0, -5) 

c = 5 
a = 3 

b = 22 ac   = 22 35   = 4 

จาก 2

2

2

2

b
x

a
y

  = 1 

 169

22 xy
  = 1 

y

x0(-3,0) (-3,0)V2 V1
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 16y2 - 9x2 = 144 
 16y2 - 9x2 - 144 = 0 
 สมการของไฮเพอรโ์บลา คอื 16y2 - 9x2 - 144  =  0 

 สมการของเสน้ก ากบั คอื   y    =      + 4
3

x 

 e = a
c

 = 3
5

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. จงหาจดุยอด จดุโฟกสั สมการของเส้นก ากบัไฮเพอรโ์บลาท่ีมีสมการเป็น 9x2-4y2-36 = 0 
วธิที า 9x2 - 4y2 - 36 = 0 

 9x2 - 4y2 = 36 

 94

22 yx
  = 1 

 a = 2 
 b = 3 
 c = 49  = 13  
 จุดยอด คอื V1(2, 0) และ V2(-2, 0) 
 จุดโฟกสั คอื F1( 13 , 0) และ F2(- 13 , 0) 
 สมการเสน้ก ากบั คอื y = +1.5x 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y

x0

F (0,5)1

F (0,-5)2

V (0,3)1
V  (0,-3)2

y

x
0 V (2,0)1F (-  13,0)2 F (  13,0)1

V (-2,0)2
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21. จงหาสมการของไฮเพอรโ์บลา จดุศนูยก์ลาง จดุยอด  สมการของเส้นก ากบัไฮเพอรโ์บลาท่ีมีจดุโฟกสัอยู่ท่ีจดุ (2, -3) และ (8, -3) 

และค่า e = 1.5 
วธิที า F1(8, -3), F2(2, -3) และ e = 1.5 

 c = 3 

 a
c

 = 1.5 

 a = 51
3
.  = 2 

 b = 49  = 5  
จุดศนูยก์ลาง คอื C(5, -3) 

 h = 5   และ   k = -3 
จุดยอด คอื V2(3, -3) และ V1(7, -3) 

 5
3

4
5 22 )y()x( 

  = 1 

 5(x2 - 10x + 25) - 4(y2 + 6y + 9) = 20 
 5x2 - 50x + 125 - 4y2 - 24y - 36 = 20 

สมการของไฮเปอรโ์บลา คอื 
 5x2 - 4y2 - 50x - 24y + 69 = 0 

สมการของเสน้ก ากบั คอื 

 y + 3 = 2
5

 (x-5) 

 2y + 6 = 5 x - 5 5  
 5 x - 2y - 6 - 5 5  = 0 

และ 2y + 6 = - 5 x + 5 5  
 5 x + 2y + 6 - 5 5  = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22. จงหาสมการของไฮเพอรโ์บลา  สมการของเส้นก ากบั  จดุศนูยก์ลาง  ค่า e ของไฮเพอรโ์บลาท่ีมีจดุโฟกสัอยู่ท่ีจดุ (-4, 2) และจดุ 
(6, 2) และมีจดุยอดอยู่ท่ี (-3, 2) และจดุ (5, 2) 

y
x0

F (2,-3)2 F (8,-3)1
V   2 V   1

2
(7,-3)

(5,-3)
(3,-3)
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วธิที า F1(6, 2), F2(-4, 2), V2(-3, 2) และ V1(5, 2) 
 a = 4      และ   c = 5 
 b = 1625  = 3 

 e = 4
5

 = 1.25 

จุดศนูยก์ลาง คอื C(1, 2) 
 h = 1      และ   k = 2 

 9
2

16
1 22 )y()x( 

  = 1 

 9(x2 - 2x + 1) - 16(y2 - 4y + 4) = 144 
 9x2 - 16y2 - 18x + 64y + 9 - 64 = 144 

สมการของไฮเปอรโ์บลา คอื 
 9x2 - 16y2 - 18x + 64y - 199 = 0 

สมการของเสน้ก ากบั คอื 

 y - 2 = 4
3

 (x - 1) 

 4y - 8 = 3x-3 
 3x - 4y + 5 = 0 
 และ -4y + 8 = 3x-3 
 3x + 4y - 11 = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
                    
                แบบฝึกหดั ท่ี ผูเ้รียนเทียบโอนต้องท า . เลือกท าให้ได้ 100 ขอ้ 

ทวินาม                     แบบประเมินผลการเรียนรูท่ี้ 3    หน้าท่ี  1-6 
เมทริกซ ์                  แบบประเมนิผลการเรยีนรูท้ี ่5   หน้าท่ี  7-12 
ดีเทอรมิ์แนนต ์          แบบประเมินผลการเรียนรูท่ี้ ุ ุ6   หน้าท่ี  12-17 
การแก้สมการเชิงเส้น       แบบประเมินผลการเรียนรูท่ี้ ุ ุ7   หน้าท่ี  17-37 
เส้นตรง            แบบประเมินผลการเรียนรูท่ี้ ุ ุ8   หน้าท่ี  38-47 
ภาคตดักรวย         แบบประเมินผลการเรียนรูท่ี้ ุ ุ9   หน้าท่ี  48-60 

y

x0

V (-3,2)2 (1,2) F (6,2)1F (-4,2)2
 V (5,2)14


