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เทคนิคการสอนใช้แบบแก้ปัญหา และแบบวิทยาศาสตร์
ใบนำความรู้
เรื่อง เวกเตอร์  3  มิติ
เป็นเวกเตอร์อีกระบบหนึ่งที่ใช้แกนอ้างอิง  3  แกน ( x , y , z  ) ที่มีเวกเตอร์หนึ่งหน่วย ( Unit vector )  เป็นตัว กำหนดทิศทางในแต่ละแกน  ( i , j ,  k  )      ดังรูป    
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สมการเวกเตอร์  3  มิติ           A     =    Ax i  + Ay j  + Azk
การหาขนาดและทิศทางของเวกเตอร์  3  มิติ
1. ขนาดของเวกเตอร์  A   

                        จากสี่เหลี่ยมผืนผ้า  OABC   จะได้
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เรื่องเวกเตอร์  3  มิติ  


                     OB      =     (  OA2   +  AB2                                    (  ทบ. 29 )

             =      (    Ax2   +   Ay2
         จากสี่เหลี่ยมผืนผ้า   OBDE    จะได้
OD     =    (  OB2   +  OE2
                                                  (     Ax2   +   Ay2  +    Az2      

 ดังนั้นขนาดของ   A          =  (     Ax2   +   Ay2  +    Az2                

2. ทิศทางของเวกเตอร์  3  มิติ
2.1 แบบฉายเงา  ( projection  )    (   ,   (
        จากสามเหลี่ยมมุมฉาก  OBD  ในสี่เหลี่ยมมุมฉาก  OBDE   จะได้
                                         (         =     sin-1  OB/OD      =  sin-1    

                                         (         =     cos-1  BD/ OD    =  cos-1                  

                                         (         =     tan-1  OB/BD      =  tan-1       
              จากสามเหลี่ยมมุมฉาก  OAB  ในสี่เหลี่ยมมุมฉาก   OABC    จะได้  
                                               (          =     sin-1  AB/OB      =  sin-1    
                                               (          =     cos-1  OA/OB      =  cos-1                  
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เรื่องเวกเตอร์   3  มิติ     
                                            (          =     tan-1  AB/OA      =  tan-1              
              2.2  แบบทิศทางมุม (direction  cossine )   (x     (y    (z     

                        จากสูตรการแยกเวกเตอร์ให้อยู่ในแกนอ้างอิง  (  x , y , z )  จะได้  
                                         (x      =    cos-1  Ax / A       

                                         (y      =    cos-1  Ay  / A    

                                         (z      =    cos-1    Az  / A
        สมการเวกเตอร์         A       =      A    ( cos(x i   + cos(y j  + cos(z k  )

                  เช่น               A         =       4 ( 0.866i   +  0.5j  +  0.707k )
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เรื่องเวกเตอร์  3  มิติ   
   ตัวอย่าง   กำหนดให้    A   =   3i   +  5j   - 2k    จงคำนวณหาขนาดและทิศทางของเวกเตอร์  A

           จากสมการ                     A      =     (   32 +  52  +   22
                                                           =      (  9    +   25   +  4
            ขนาดของ                               =        6.164                                        Ans 

            ทิศทางแบบฉายเงา  ( (  ,  (  )

                                                 (       =     cos-1       4/6.164
                                                           =      49.53                                          Ans

                                                  (      =    tan-1     5/3
                                                           =     59.036                                           Ans

                                    การบวกลบเวกเตอร์   3มิติ
   ให้นำขนาดของ  Ax    Axy      และ  Az   ของแต่ละเวกเตอร์มารวมกันตามเครื่องหมาย จะได้เวกเตอร์ลัพธ์สามารถ
    จะหาขนาดและทิศทางได้ดังกล่าว
 ตัวอย่าง    กำหนดให้    A   =   2i  +   3j   -  2k  และ   B   =    - 4i   + 2j   - 3k    จงคำนวณหาขนาดและทิศทางของ
                              ก.    A  -  2B                                 ข    2A   +  3B
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เรื่องเวกเตอร์  3  มิติ
      ก.                            A  -  2B        =    2i  +   3j   -  2k   -  2 (- 4i   + 2j   - 3k ) 

                                                           =    2i  +   3j   -  2k   +  8i   -   4j   +  6k

                                                           =    10i   -  j    +  4k

         ขนาดของเวกเตอร์  A  -  2B     =   (  102  +  12  +  42
                                                          =      10.816                                Ans

        ทิศทางแบบฉายเงา ( (  ,  (  )

                                                (       =     cos-1        4/10.816
                                                           =      68.29                                  Ans

                                                  (      =    tan-1     -1/10
                                                           =    -5.71                                     Ans

    ข.                         2A   +  3B          =  2 (2i  +   3j   -  2k )  +   3 (- 4i   + 2j   - 3k )

                                                           =   4i  +  6j  -  4k   -  12i  +  6j  -  9k

                                                           =    -8i  +  12j  -  13k

       ขนาดของเวกเตอร์   2A  +  3B     =   (  82  +  122  +  132
                                                            =      19.416                              Ans

           ทิศทางแบบมุม ( direction  cosine) (x     (y    (z    
                                                  (x      =    cos-1   -8/19.416                        

                                                            =    114.332                                Ans

                                                  (y      =    cos-1        12/19.416     

                                                            =     51.826                                 Ans

                                                   (z      =    cos-1 -13/19.416
                                                             =     132.032                              Ans
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เรื่องเวกเตอร์  3  มิติ 
       เวกเตอร์หนึ่งหน่วย ( unit vector )      หมายถึงเวกเตอร์ที่มีขนาดหนึ่งหน่วยและมีทิศทางเดียวกับ
เวกเตอร์นั้นๆ   ให้   a  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยของเวกเตอร์  A  จะมีทิศทางเดียวกันหรือขนานกันสามารถเขียน
เป็นสมการได้          
                                                            a     =        A         หรือ       A      =   (A(  a

                                                                           (A (
    จากสมการเวกเตอร์                      A       =      A    ( cos(x i   + cos(y j  + cos(z k  )  

                  จะได้                                a       =      cos(x i   + cos(y j  + cos(z k                

         และขนาดของ        ( a (     =    1      =   (( cos(x )2   + (cos(y )2  + (cos(z )2

                  ดังนั้น                             1       =   ( cos(x )2   + (cos(y )2  + (cos(z )2

  ตัวอย่าง    จงเขียนสมการเวกเตอร์หนึ่งหน่วยของเวกเตอร์   A   =   3i  +  4j  -  5k

                                         a      =     A/ (A(
                                      (A(   =    (  32   + 42  +  52                                          
                                                =    7.07
                                        a      =    3i  +  4j  -  5k            
                                                              7.07
                                       a      =     0.42i  + 0.57j  + 0.71k            Ans
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เรื่องเวกเตอร์  3  มิติ  
        เวกเตอร์ตำแหน่ง (position  vector )            การบอกตำแหน่ง (co-ordinate )  ในกรอบของแกน
  อ้างอิงสามแกนจะอยู่ในรูปของ x , y , z   คือการบอกระยะต่างๆในแต่ละแกน  เช่น   ให้   A   มีตำแหน่ง x , y , z

  ลากเส้นตรงจากจุดตัดแกนอ้างอิง(O) ไปตำแหน่ง A   เส้นตรง  OA  คือเวกเตอร์บอกตำแหน่ง A

                                                                                Z     

                 

                                                                                    z                     A  ( x,y,z ) 

                                                                                                                       

                                  z

   O                    y                                                   Y

    x


                                                 X      

   การเขียนสามการเวกเตอร์ OA          =   ( x-0)i + (y-0)j  + (Z-0)k

                                                             =    xi  +  yj   +  zk    

                        ขนาด        OA              =    (  x2 + y2    +  z2

 ถ้าเวกเตอร์ไม่อยู่ที่จุดต้นกำเนิด(O)  สามารถเขียนเป็นสมการได้ดังนี้
                                            A         =   
(x2- x1)i  +   (y2- y1)j  +  (z2- z1)k
 ดังนั้นขนาดของเวกเตอร์ A                 =   ( (x2- x1)2  +   (y2- y1)2  +  (z2- z1)2                                                                                
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การคูณเวกเตอร์
การคูณปริมาณเวกเตอร์มี 2 วิธีดังนี้
     1.  การคูณแบบสเกลลาร์( dot  product)   เป็นการคูณเวกเตอร์ที่มีผลคูณเป็นปริมาณสเกลลาร์
ใช้    .    อ่านว่าดอทแทนเครื่องหมายคูณ  เช่น    A  .  B   เวกเตอร์ A  ดอท เวกเตอร์ B

          1.1   A  .  B          =    A     B   cos(      (  (  คือมุมระหว่างเวกเตอร์ทั้งสอง)
          1.2   A . B            =       B . A

          1.3   A . B            =     0   และ   A   (  0   ,  B  (  0   จะได้ว่า   A   (  B

          1.4   A .A            =     A2

               1.5   การดอทเวกเตอร์หนึ่งหน่วย ( i  j   k )
                          i . i   =   j . j    =  k . k    =     1   

                          i . j   =   j . k   =   k . I    =     0

           1.6    ถ้า   A   =   Axi  +   Ayj  +  Azk      

                          A . i    =   Ax                     A . j     =     Ay           A . k     =     Az       
           1.7   ถ้า   A   =   Axi  +   Ayj  +  Azk      และ   B   =   Bxi  +   Byj  +  Bzk  
                          A . B    =     AXBx  +    AyBy    +    AzBz   

ตัวอย่าง   กำหนดให้   A   =   3i  +   4j   -  5k   และ   B   =   2i  -   3j   -  k   จงคำนวณหา
                       ก.  ผลคูณแบบสเกลลาร์                                 ข.  มุมระหว่างเวกเตอร์ทั้งสอง
    ก .                     A.B    =     AXBx  +    AyBy    +    AzBz   
                            =      3×2  +   4(-3)    +    (-5)(-1)
   ผลคูณแบบสเกลลาร์    =      -1             Ans
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        ข.  ใช้สูตรหามุมระหว่างเวกเตอร์ทั้งสอง
                                          A.B    =   (A( (B( cos (
                     ขนาดแวกเตอร์  A   =   (  32  +  42  +  52
                                   =    7.07

                      ขนาดเวกเตอร์  B    =  (  22  +  32  +  12    

                                                      =    3.741

           จากสมการ        cos(        =     A.B /  (A( (B(                          

                                                     =      -1 /  7.07 ×3.741

    มุมระหว่างเวกเตอร์ทั้งสอง (()     =      92.166           Ans                                       

2.   การคูณเวกเตอร์แบบเวกเตอร์( cross   product  ) เป็นการคูณเวกเตอร์มีผลคูณเป็นปริมาณเวกเตอร์

ใช้เครื่องหมาย  (    แทนเครื่องหมายคูณอ่านว่า ครอส เช่น    A ( B  อ่านว่า  เวกเตอร์ เอ ครอส เวกเตอร์
บี  การคูณเวกเตอร์ชนิดนี้จะมีทั้งขนาดและทิศทางตามกฎมือขวาหรือกฎการเปิดจุกเกลียวให้   c  เป็นเวก
เตอร์บอกทิศทางมีขนาดหนึ่งหน่วย                       

      คุณสมบัติในการคูณแบบครอส
     2.1   A ( B       =   ( A( ( B(   sin( c

     2.2   A ( B      (    B ( A  =   -( B ( A )
     2.3   A ( B       =     0    และ  A   (  0    B  (  0  จะได้ว่า    A  ขนานกับ  B   ,  A มีทิศทางเดียว  B

                                               หรือมีทิศทางตรงข้ามกับ  B

     2.4  การคูณเวกเตอร์หนึ่งหน่วย( i  ,   j  , k )

                    i ( i   =  j ( j  =   k ( k    =    0

                    i ( j   =    k    =  - ( j ( I ) 

                    j ( k   =    i    =  - ( k ( j )
                    k ( i   =    j    =  - ( i ( k )    

    2.5     ถ้า   A   =   Axi  +   Ayj  +  Azk      และ   B   =   Bxi  +   Byj  +  Bzk  
                                              i        j        k       i        j        k

                        A ( B   =     Ax     Ay     Az     Ax     Ay     Az         ( การคูณเมทริก)
                                          Bx     By     Bz      Bx     By     Bz
                                  =  (AyBz  -   AzBy) i  +   (AzBz  -   AxBz) j  +  (AxBy  -   AyBx)k     
ตัวอย่าง  กำหนดให้  A   =   3i  +   4j   -  5k   และ   B   =   2i  -   3j   -  k   จงคำนวณหา
                       ก. ผลการคูณแบบเวกเตอร์
                       ข.  สมการทิศทางของการคูณ
ก.  จากสมการ      A × B     =      i       j       k       i        j        k
                                   3      4     -5      3       4       -5              (  การคูณเมทริก)
                                   2     -3     -1      2      -3      -1
                               =   ( -4 -15 )i  +  ( -10  +3 )j  +  ( -9  -8 )k    

                             A × B     =     -19i   -   7j  -  17k

สมการทิศทางการคูณ ( c )   =       A × B / ( A × B (                   
ขนาดของเวกเตอร(A × B )  =     (  192  +  72  +  172
                                             =      26.438
                       c     =   (  -19i   -   7j  -  17k ) /  26.438
 สมการทิศทางการคูณ ( c )   =    -0.718i   - 0.264j – 0.643k         Ans  
                           c              
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